
Final	  Review	  CS195F	  
Part	  1	  

Topics	  Covered	  
Genera:ve	  vs.	  Discrimina:ve	  Models	  

Bayesian	  Decision	  Theory	  
Linear	  vs.	  Logis:c	  Regression	  
Kernels	  &	  Gaussian	  Processes	  

Clustering	  &	  K-‐means	  Algorithms	  

Dae	  Il	  Kim	  

Some	  figures	  &	  slides	  taken	  from	  Sudderth’s	  Lecture	  Notes	  &	  Murphy’s	  ML	  Book	  



Genera:ve	  vs.	  Discrimina:ve	  Models	  

•  What’s	  the	  difference?	  
Data	  

Model	  Parameters	  

Input	  Features	  



Types	  of	  Genera:ve/Discrimina:ve	  
Models	  

Examples	  of	  Genera:ve	  Models	  

-‐	  Naïve	  Bayes	  
-‐	  Gaussian	  Discriminant	  Analysis	  
-‐	  Linear	  Discriminant	  Analysis	  

Examples	  of	  Discrimina:ve	  Models	  

-‐	  Linear	  Regression	  

-‐	  Bayesian	  Linear	  Regression	  

-‐	  Logis:c	  Regression	  

-‐	  Gaussian	  Processes	  



Naïve	  Bayes	  
•  The	  simplest	  of	  our	  genera:ve	  classifica:on	  models	  where	  

input	  features	  (X)	  are	  assumed	  to	  be	  independent	  for	  a	  
given	  class	  (Y	  =	  c).	  	  

Class	  R.V	  (i.e.	  Spam,	  Not	  Spam)	  

Input	  Features	  (i.e.	  word	  counts	  of	  Viagra)	  

Genera:ve	  since	  we	  
are	  modeling	  the	  
genera:ve	  process	  
for	  our	  features	  X	  

Placing	  a	  non-‐uniform	  prior	  on	  y	  allows	  us	  to	  do	  MAP	  es:ma:on	  (e.g.	  Dirichlet	  /	  Mul:nomial)	  

Naïve	  Bayes	  
Graphical	  Model	  

Figure	  from	  Murphy	  (2012)	  



Gaussian	  Discriminant	  Analysis	  
Our	  features	  are	  con:nuous	  and	  we	  place	  a	  Gaussian	  prior	  on	  our	  class	  condi:onal	  densi:es	  

Prior	  Term	  

p(y = c | ⇡) = Cat(y = c | ⇡)

p(y = c | ⇡, x, ✓) = p(y=c|⇡)p(x|y=c,✓)PC
c0=1 p(y=c0|⇡)p(x|y=c0,✓)

Deriving	  the	  posterior	  using	  Bayes	  Rule	  

p(x | y = c, ✓) = N(x | µc,⌃c)

Likelihood	  Term	  

Note:	  This	  model	  becomes	  Naïve	  Bayes	  when	  the	  class	  covariances	  are	  diagonal.	  



Linear	  Discriminant	  Analysis	  
⌃c = ⌃When	  our	  class	  condi:onal	  covariance	  parameters	  are	  all	  equal	  so	  that:	  

The	  boundaries	  all	  become	  linear	  func:ons,	  thus	  the	  term	  Linear	  Discriminant	  Analysis	  

Figure	  from	  Murphy	  (2012)	  

Note:	  This	  was	  the	  key	  in	  solving	  the	  midterm	  exam	  ques:on	  3.	  



Linear	  Regression	  /	  Bayes	  Linear	  
Regression	  

Directly	  maximize	  Y	  
assuming	  it	  is	  Gaussian	  

Offset/Bias	  Term	  
Feature	  Weights	  (Learned)	  

Input/Covariates	  

Basis	  Func:on	  
Incorporate	  a	  basis	  
func:on	  to	  beeer	  model	  
Y.	  Model	  is	  s:ll	  linear	  
since	  w	  is	  linear.	  

Basis	  func:ons	  need	  to	  
be	  carefully	  chosen	  to	  
avoid	  overfifng.	  Here	  
we	  have	  a	  basis	  func:on	  
of	  polynomial	  degree	  14.	  

Placing	  a	  Gaussian	  prior	  on	  
w	  results	  in	  a	  model	  called	  
ridge	  regression	  and	  leads	  
to	  MAP	  es:ma:on.	  



Logis:c	  Regression	  
Recall	  the	  Logis:c	  Func:on	  

�(wT

x) = 1
1+exp(�w

T
x)

Returns	  a	  value	  between	  0	  and	  1	  

Binary	  Logis:c	  Regression	  

p(y | x,w) = Bern(y | �(wT
x))

Mul:-‐Class	  Logis:c	  Regression	  

p(y | x,W ) = Cat(y | S(WT
x))

Where	  S	  is	  the	  soimax	  func:on	  
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Learning	  our	  weights	  requires	  us	  to	  solve	  
a	  complex	  convex	  op:miza:on	  problem.	  



Bayes	  Decision	  Theory	  
The	  op:mal	  ac:on	  in	  Bayes	  Decision	  theory	  is	  minimizing	  the	  posterior	  expected	  loss	  	  

The	  sum	  becomes	  an	  integral	  when	  y	  is	  con:nuous	  

What	  kind	  of	  a	  decision	  minimizes	  this	  loss	  func:on?	  	   MAP	  Es:mate	  

Consider	  that	  not	  all	  losses	  are	  equal	  
(e.g.	  cancer	  tests)	  

The	  loss	  func:on	  can	  also	  be	  
wrieen	  in	  a	  matrix	  format	  if	  y	  can	  
take	  K	  discrete	  classes.	  	  True	  class	  labels	  

Predicted	  class	  labels	  

Loss	  (FN)	  

Loss	  (FP)	  



Bayes	  Decision	  Theory	  
ROC	  Curves	  (Binary	  Classifica:on)	  

Useful	  when	  trying	  to	  detect	  a	  rare	  
event	  or	  there	  are	  a	  high	  number	  of	  
nega:ves	  (e.g.	  object	  recogni:on)	  

Useful	  when	  there	  are	  roughly	  a	  
similar	  number	  of	  posi:ves	  and	  
nega:ves	  (e.g.	  link	  predic:on	  in	  a	  
binary	  graph)	  

Precision	  Recall	  Curves	  

or	  TPR	  

TP	  /	  (TP	  +	  FN)	   TP	  /	  (TP	  +	  FP)	  

TPR	  =	  TP	  /	  P	  (total	  posi:ves)	  

FPR	  =	  FP	  /	  N	  (total	  nega:ves)	  



Surrogate	  Loss	  Func:ons	  

What	  kind	  of	  loss	  is	  L2	  loss?	  

What	  kind	  of	  loss	  is	  L1	  loss?	  

What	  kind	  of	  loss	  is	  Huber	  loss?	  

Differen:able?	  (NO)	  
Provides	  Sparisty?	  (YES)	  

Differen:able?	  (YES)	  
Provides	  Sparisty?	  (NO)	  

A	  compromise	  between	  the	  two.	  Provides	  L2	  regulariza:on	  for	  errors	  smaller	  than	  
delta	  and	  provides	  L1	  regulariza:on	  for	  errors	  larger	  than	  delta.	  

Advantages?	  Robust	  to	  outliers	  and	  is	  differen:able	  everywhere	  

Note,	  previous	  lecture	  assumed	  L1	  and	  L2	  loss	  with	  
logis:c	  and	  linear	  regression	  respec:vely.	  This	  is	  
incorrect,	  either	  can	  be	  performed	  for	  both.	  	  



Kernels	  &	  Mercer’s	  Theorem	  
A	  Kernel	  func:on	  takes	  two	  inputs	  (x1,	  x2)	  and	  maps	  this	  to	  some	  real	  value	  that	  
denotes	  the	  similarity	  between	  these	  inputs.	  

Mercer’s	  Theorem:	  ANY	  posi:ve	  semidefinite	  kernel	  can	  be	  wrieen	  as:	  

Oien	  symmetric	  and	  non-‐nega:ve,	  but	  not	  necessary	  constraints	  

Kernelizing	  a	  Learning	  Algorithm	  



Gaussian	  Processes	  
We	  can	  rewrite	  our	  parametric	  form	  for	  linear	  regression	  via	  kernels:	  	  

Assume	  a	  Gaussian	  prior	  on	  our	  weights	  	  

The	  joint	  predic:ve	  distribu:on	  results	  in	  a	  Gaussian	  defined	  via	  a	  Kernel	  func:on	  

This	  results	  in	  a	  Gaussian	  process,	  a	  
distribu:on	  over	  func:ons	  where	  any	  
finite	  subset	  of	  these	  func:ons	  are	  
jointly	  Gaussian	  distributed.	  (no	  need	  
to	  learn	  weights	  w)	  



Gaussian	  Process	  Regression	  

Pick	  your	  favorite	  Kernel!	  
a)  Squared	  Exponen:al	  
b)  Radial	  Basis	  Kernel	  
c)  Polynomial	  Kernel	  

To	  make	  a	  predic:on,	  we	  need	  to	  apply	  standard	  Gaussian	  formulas	  for	  the	  
posterior	  mean	  and	  covariance	  (assuming	  noise-‐free	  observa:ons	  y	  =	  f(x)):	  

To	  perform	  predic:on,	  we	  understand	  that	  by	  defini:on	  of	  the	  GP,	  the	  
joint	  distribu:on	  has	  the	  following	  form:	  

N	  x	  D	  Test	  Data	  



Gaussian	  Process	  Regression	  

Squared	  exponen:al	  kernel	  

Note:	  Learning	  hyperparameters	  within	  the	  Kernel	  require	  
fancier	  learning	  techniques	  (i.e.	  discrete	  grid	  search)	  



Gaussian	  Processes	  
GP	  Classifica:on	  is	  similar	  to	  Logis:c	  Regression,	  but	  uses	  kernels	  rather	  than	  features	  

Again,	  no	  closed	  form	  form	  the	  posterior,	  have	  to	  use	  convex	  op:miza:on	  tools	  

Final	  note	  on	  GPs:	  Kernels	  or	  Features?	  Really	  depends	  on	  your	  dataset…	  



K-‐Means	  and	  Clustering	  
One	  of	  the	  simplest	  clustering	  algorithms	  out	  there,	  makes	  hard	  cluster	  
assignments	  to	  data	  points.	  Also	  called	  hard	  EM	  (covered	  more	  in	  part	  2)	  

Pick	  some	  random	  centroids	  
Calculate	  Euclidean	  

Distances	  to	  centroids.	  
Make	  assignments.	  

Recalculate	  centroids	  
Make	  new	  assignments	  

&	  repeat	   Bishop	  et.	  al	  2006	  

Test	  error,	  more	  K	  lowers	  MSE,	  
but	  can	  overfit	  the	  data.	  MSE	  not	  
the	  best	  metric	  for	  K-‐means	  to	  
determine	  model	  selec:on.	  



Summary	  
20,000	  Feet	  Overview:	  

When	  you’re	  interested	  in	  predic:ng	  the	  output	  of	  your	  data	  and	  your	  training	  data	  
has	  labels,	  we	  oien	  turn	  to	  supervised	  learning	  techniques.	  

Many	  of	  these	  techniques	  can	  be	  split	  into	  either	  genera:ve	  or	  discrimina:ve	  models.	  
Genera:ve	  models	  assume	  the	  genera:ve	  process	  for	  our	  features	  while	  discrimina:ve	  
models	  work	  directly	  on	  maximizing	  our	  likelihood.	  

Unsupervised	  learning	  is	  much	  harder	  (part	  2)	  and	  inference/learning	  as	  a	  result	  
becomes	  considerably	  more	  difficult.	  	  

Choosing	  a	  good	  model	  requires	  understanding	  the	  inner	  workings	  of	  the	  model’s	  
behavior.	  An	  overly	  complicated	  model	  does	  not	  guarantee	  beeer	  performance.	  

Congratulate	  yourself	  if	  you	  feel	  you	  have	  some	  mastery	  over	  this	  material.	  This	  is	  a	  
hard	  subject,	  but	  one	  well	  worth	  learning!	  


